
Geometric ideas enter the investigation of collective behavior from multiple 
vantage points: the structure of configuration space; the synthesis of control 
strategies; the role of symmetry and reduction in closed loop dynamics; and the 
analysis of empirical data from biology. In this lecture we will present an overview 
of recent progress in these directions. We will consider methods to assimilate 
sampled observations of predator‐prey encounters and bird flocking events into 
generative models based on differential equations with inputs and outputs. The 
purpose of such assimilation is to evaluate hypotheses of interest, based on 
correlations, delays, and mechanisms of interaction between elementary units of 
the observed population. Initial ideas on the development of control strategies 
were strongly influenced by studies in the laboratory (with Cynthia Moss and her 
students), on the prey‐capture behavior of echolocating bats. Strategies found in 
these studies serve as building blocks for rules of collective behavior. Analysis of 
trajectory data (provided by Andrea Cavagna) on large flocks of starlings demands 
efficient reconstruction techniques. Again the data on prey‐capture behavior of bats 
is a testing ground for our methods of reconstruction. We will discuss some robotics 
experiments guided by these studies.  
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By natural algorithms we mean sensory‐motor feedback laws that are involved in the 
behavior of natural collectives (flocks of birds, schools of fish, swarms of insects,…)

Dyadic interactions are pairwise interactions such as pursuit of one animal by another (in 
prey capture, mating, aggressive territorial battles, …)

Purpose may be – colony formation e.g. honeybees, foraging for food e.g. honeybees 
seeking nectar sources, avoiding predation e.g. wildebeest avoiding lions, cooperative 
herding of prey e.g. dolphins herding 

Collective strategies of note – polarized flock movement, milling, boundary following, 
helical spiraling

The inference of feedback laws from sampled trajectory data is an ill‐posed problem. 
Progress is made by regularization.

Starlings fit into the category of “animals with free will”. We should not ignore the insights 
from behavior of dragonflies in territorial battles associated with very sophisticated visual 
processing. They are highly efficient and voracious eaters of fruit‐flies. 
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Models of individual agents are constructed as self‐steering particles in 2D (or 3D) with 
curvatures as controls. A natural frame representation of a curve is interpreted as a control 
system representation on a matrix Lie group SE(2) (or SE(3)). 

Classic dyadic interactions of agents are associated with biological activities such as pursuit, 
avoidance, boundary following and landmark following. These specify constraints on joint 
state spaces of one or more particles. A strategy is a specification of a constraint. Contrast 
functions measure departure from  a strategy. Sensorimotor feedback laws execute 
strategies.

A collective of self‐steering particles is specified by a graph of interactions between agents 
(who is attending to whom), dyadic strategies in operation, feedback laws that execute the 
strategies and the dynamics of attention. Taken together these elements capture the 
dynamics of a collective.

A top‐down view of a such a collective may be derived from mechanics principles – start 
with configuration space, describe characteristics of configuration space and Riemannian 
metrics (kinetic energy quadratic forms). Analysis of data from the perspective of certain 
natural decompositions of velocity spaces can be revealing.

Extracting rules from sampled observations of collectives needs principled approaches to 
ill‐posed problems. Regularization and cross‐validation fit into optimal control theoretic 
algorithms for data assimilation.
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Basic model in 3 dimensions of a self‐steering particle. It defines a left‐invariant system. 
Geometric view – definition of Euclidean invariants (curvatures); Control theoretic view –
definition of control inputs (curvatures).
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The flight behavior of a bat or a bird, or an insect, is the end result of interaction between 
(visual, auditory, olfactory, somatosensory, and inertial) sensing, and actuation of a 
complex network of muscles, mediated by the rapid and learned responses of the neural 
control substrate. The overwhelming richness of detail present in this feedback loop and in 
the physics of a multiple‐degrees‐of‐freedom animal needs to be abstracted to the right 
level in seeking answers to questions such as: What individual behaviors govern collective 
cohesion? What is the structure of interaction between individuals within a collective? 
What organizations within a flock enable effective transmission of information across a 
flock? Based on the results of our prior work on 3D trajectory modeling and analysis of 
motion camouflage and echolocating bats (Justh and Krishnaprasad 2005; Reddy et. al. 
2006, 2007; Reddy 2007; Wei et. al. 2009), we argue that a description with the right level 
of complexity for modeling an individual in a flock or a swarm is the Newtonian particle 
model.

The figure presents two particle trajectories as curves with frames, one for the 
evader/target (denoted as e) and one for the pursuer (denoted as p). The curvatures u and 
v are controls. The speeds denoted by Greek letter nu  are decided by propulsive/lift 
considerations. 

This representation of individual trajectory dynamics is known as the natural frame 
representation, made better known through a well‐known paper of R. L. Bishop (1975). 
Instead of writing Newton’s equations as “ma = f” , we are making explicit the role of 
curvature/steering controls as inputs.
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We define a control strategy as the specification of a constraint manifold in the joint state 
space of the pursuer (p) and the target (e). We suggest some typical pursuit strategies. 
Classical pursuit is the constraint of heading straight for the target.
Constant bearing pursuit is heading for the target with a fixed lead or lag (angle alpha). 

In 3D we need a cone condition.
Motion camouflage (with respect to infinity) is a stealthy pursuit, nulling motion parallax, 
suggested by the trajectories of dragonflies.
Motion camouflage with respect to infinity is the same as a strategy adopted by bats in 
pursuit of insects. In that context, we refer to it as the constant absolute target direction 
strategy (CATD).
A pursuer executes a feedback law that (approximately) fulfills the specification ‐

Pursuer reaches an epsilon neighborhood of a constraint manifold in finite time;
Pursuer converges to constraint manifold asymptotically.
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The MC model – pursuit model; speed ratio is given by nu.
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w denotes the transverse relative velocity. 
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The green curves correspond to lower gain values; the blue curves correspond to higher 
gain values.  In the panel on lower right the time scale is stretched to see the initial 
transient of Gamma decreasing down to nearly ‐1.



20



21



22



23



24



25



26



27



28



29



30



31

This figure summarizes the outcome of a statistical examination of the hypothesis that in 
insect pursuit, a bat uses a delayed feedback law that is linear in the rate of rotation of the 
baseline from the bat to the insect. Video data from two infra‐red cameras in the flight 
room was used to obtain trajectory data for insect and bat at a sampling rate of once every 
4 msec. Using an optimization method for regularization of ill‐conditioned problems, we 
obtained numerically the instant‐by‐instant trajectory curvatures of the bat, from the 
sampled trajectories. These numerical curvatures are plotted above against a delayed 
version of the hypothetical feedback law, where the delay  accounts for the overall latency 
in the response of the bat to changes in the flight of the insect, including sensorimotor 
neural computation, biomechanical delay and aerodynamics. A range of delays was 
considered, and the best delay (in the sense of maximum correlation, here 0.80145), 
turned out to be about 112 msec. This best delay is consistent with other known estimates 
in the literature. The results show the effectiveness of the pursuit strategy employed by the 
bat, based on directional and target range cues obtained by biosonar even in the presence 
of delay. The technological implications of similar sensorimotor strategies in robotic assist 
systems for humans are being explored through experiments in the Computational 
Sensorimotor Systems Laboratory, and the Intelligent Servosystems Laboratory, of the 
University of Maryland.
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Delay vs. correlation



This theorem gives conditions for the existence of a nonempty region of delay‐gain pairs 
which allow finite time accessibility of the motion camouflage manifold. Reddy et. al. 
(2007).
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Recent research in collective behavior demonstrates the power of geometric thinking 
(symmetries, shapes, model reduction and nonlinear dynamics) in elucidating collective 
behaviors observed in nature and realizable in the laboratory. On the left you see figures 
corresponding to a 3 body problem modeling interactions via constant bearing pursuit with 
a fixed cycle graph of attention. For chosen parameter values, periodic solutions arise in a 
two dimensional phase space producing quasi‐periodic motions in physical space (shown). 
Some related work is being used to explore data on starling flocks.

38



39



40

Be clear that the dynamics do not enforce the collision prohibition



41

Need to make it clear up front that I’m permitting alpha to take values in [0,2pi]
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CB manifold is an attracting invariant manifold; invariant in the sense that the closed‐loop 
vector field when restricted to the manifold is tangential to the manifold.

Lead in to next slide: we want to separate the scale dynamics from the dynamics of the 
“pure shape”, the shape up to similarity.
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This reduction is possible for arbitrary n
Absorb the constraints
P
Time‐scaling
In this case, it yields two‐dimensional dynamics, which can be analyzed by phase portraits
Parametrized by the three CB parameters alpha_1, alpha_2, alpha_3

Need to mention something about other cases for alpha (maybe a brief reference to 
my previous CDC paper on relative equilibria)



The next slides will illustrate the alpha‐dependence in a graphical way
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The next slides will illustrate the alpha‐dependence in a graphical way
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Need to point out:
‐ This is an unwrapped cylinder
‐ Continuum of rectilinear equilibria
‐ It is punctured

I’ll depict a series of phase portraits corresponding to values of alpha around the unit circle, 
starting with alpha=0
Briefly state the proposition concerning convergence to rectilinear equilibria
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Briefly state the proposition concerning convergence to rectilinear equilibria
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I’ll skip pi/2 for the moment, and consider alpha just greater than pi/2
These are unstable
Trajectories spiral in to the excluded point (i.e. collision)
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We’ll take a closer look at the pi/2 phase portrait, as well as the corresponding trajectories 
in the real space, in the next slide
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I sketch the main ideas of the proof; make it clear that there’s a good bit of analysis in the 
underlying steps to characterize the regions of the phase portrait, etc.
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Reduction to two‐dimensional dynamics permits phase portrait analysis
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